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基于不变分布的开关变换器混沌 ＰＷＭ
特性分析及频谱优化设计

杨 汝１，２，张 波２
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摘 要： 本文利用统计分析工具，采用不变分布作为新的参数指标来研究混沌ＰＷＭ，调制开关变换器的动态行
为，基于不变分布分析了混沌开关变换器ＰＷＭ驱动脉冲的频率特性，量化分析得到其特征参数和频谱特征．研究表明
初值敏感不影响混沌开关变换器的电流、电压、驱动脉冲的分布，不影响频谱的形状，所以研究不变分布从而提取混沌

开关变换器的整体特征是研究混沌开关变换器的有效手段，并且可以由此优化设计频谱有效抑制ＥＭＩ．
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１ 引言

近年来研究表明，混沌开关变换器在一个有界的范

围内呈现无穷多的工作点，从而可以利用混沌理论实现

开关变换器电磁频谱的连续化，降低开关变换器的

ＥＭＩ，使得从根本上解决开关变换器的 ＥＭＩ问题成为可
能［１～３］．该研究目前已引起了学术界和企业界的极大兴
趣，并取得了一些实验结果［４～７］．

然而，与开关变换器混沌相关的理论分析一直很缺

乏，困难在于混沌状态下开关变换器系统状态复杂，常

规的通过观察时域轨迹获取系统特征的方法作用很有

限，不能得到混沌态开关变换器的典型行为，因此也不

能得到系统的完整特征．

众所周知，混沌态具有初值敏感性，不同的初值轨

迹变化很大，所以如果从时域的角度研究单一的轨迹把

握不了混沌开关变换器的整体特征．为了把握长时间演
化后混沌开关变换器系统的典型行为，必须发展新的研

究工具，新的指标参数．
应用从随机过程理论中发展而来的统计工具分析

混沌开关频率，量化混沌开关变换器的频谱就是这样一

个新的分析工具．混沌现象从时域看是不可预测的，但
是从统计的观点看混沌状态的概率密度是一定的［８］．常
见的ｔｅｎｔ映射、ｎｗａｙＢｅｒｎｏｕｌｌｉ映射、Ｒéｎｙｉ映射等分段仿
射混沌映射［９］的概率密度是分段线性不变的，因此又叫

不变分布．不变分布是研究混沌开关变换器的新的指标
参数．
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２ 基于不变分布的混沌变换器开关频率特性分析

２１ 混沌调制开关频率的不变分布定义

混沌 ＰＷＭ驱动脉冲如图１所示，其中τｋ为第个混
沌驱动脉冲的到达时间，Ｔｋ为第ｋ和ｋ－１个混沌驱动
脉冲的时间间隔．混沌ＰＷＭ的第 ｋ个驱动脉冲的频率
为

ｆｋ＋１＝ｆｓ＋Δｆ＝ｋ１ｖｓ＋ｋ２Ｍ（ｘｋ） （１）
其中 ｆｓ为ＰＷＭ基准开关频率，ｖｓ是决定基准开关频率
的固定电压；Δｆ为频率偏移，Ｍ（ｘｋ）是混沌调制电压，
ｋ２Ｍ（ｘｋ）决定了ＰＷＭ频率偏移Δｆ，ｋ１，ｋ２是压控系数．
如图１所示，混沌调制

后ＰＷＭ驱动脉冲的时域波
形没有规律，但用统计工具

分析混沌调制后开关频率

的特性可以提取系统特征．
为了建立统计理论分析的

框架，引入数学工具 ＰＦＯ算子（ＰｅｒｒｏｎＦｒｏｂｅｎｉｕｓＯｐｅｒａ
ｔｏｒ）．

ＰＦＯ定义［１０］ Ｌｅｂｅｓｇｕｅ可积函数：Ｘ｜→ＣＣ构成Ｌ

空间，Ｌ空间的范数为‖·‖＝∫Ｘ
｜·｜，Ａ是Ｘ的σ代数

子集，（Ｘ，Ａ，μ）构成一个测度空间，μ是Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度．
如果 Ｍ是非奇异的映射，则算子ＰＦＯ定义为

［Ｐ］（ｘ）＝
ｄ
ｄｘ∫Ｍ－１（［０，ｘ］）

（ξ）ｄξ

＝∫Ｘ
（ξ）δ（ξ－Ｍ（ｘ））ｄξ （２）

后一个等式是Ｄｉｒａｃ通用函数，例如在式（１）中混沌
ｔｅｎｔ映射调制的ＰＷＭ驱动脉冲频率的 ＰＦＯ为

［Ｐ］（ｘ）＝
ｄ
ｄｘ∫

ｆ／２

０
（ξ）ｄξ＋∫

ｆｍａｘ

ｆｍａｘ－ｆ／２
（ξ）ｄ( )ξ （３）

ｎｗａｙＢｅｒｎｏｕｌｌｉ映射调制的驱动脉冲频率的ＰＦＯ为

［Ｐ］（ｘ）＝
ｄ
ｄｘ∑

ｎ－１

ｉ＝０∫
（ｆ＋ｉ）／ｎ

ｉ／ｎ
（ξ）ｄ( )ξ （４）

式（２）可以得出ＰＦＯ由非奇异的混沌映射 Ｍ决定，
如果初始概率密度ρ０决定的ＰＷＭ初始频率值为 ｆ０，则
ｋ次演化后开关频率ｆｋ的概率密度ρｋ为

ρｋ＝Ｐρｋ－１＝Ｐ
ｋ
ρ０ （５）

可以将式（５）看作是动态混沌 ＰＷＭ开关变换器系
统的状态方程，因为式（５）的密度状态决定了式（１）
ＰＷＭ驱动脉冲频率的分布状态．通过研究式（５）的密度
演化来研究混沌系统特征的优点是式（５）是线性的；而
且不同于时域波形它很有规律，呈现一种分段线性的

特征［１０］，因此又叫不变分布．
这个不变分布也是 ＰＦＯ的固定点，即 Ｐ珋ρ＝珋ρ．由

ＰＦＯ的定义式（２），只有测度 ｄ珔μ＝珋ρｄｘ是Ｍ下不变的，

才有 Ｐ珋ρ＝珋ρ，所以相应珔μ是混沌 ＰＷＭ式（１）的不变测
度．

因为不变分布的定义是基于 Ｍ的，所以不同混沌
信号调制的 ＰＷＭ驱动脉冲的不变分布珋ρ决定于混沌
ＰＷＭ频率映射式（１）．

由式（５）ＰＦＯ的表达式可以得到ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｐ珋ρ０＝珋ρ＝１，即

ｔｅｎｔ映射调制的 ＰＷＭ开关频率具有均一的分布．ｔｅｎｔ映
射调制的混沌 ＰＷＭ开关频率数值仿真的结果如图 ２
（ａ）所示，直方图反映了长时间演化后 ＰＷＭ频率状态
的区域分布，从图中可以看到 ｔｅｎｔ映射调制后开关频率
的均一分布．

ｂｅｎｄｅｄｕｐｄｏｗｎ混沌映射调制 ＰＷＭ开关频率的数
值仿真的结果如图２（ｂ）所示，可以看出分段线性分布
特性；ｎｗａｙＢｅｒｎｏｕｌｌｉ映射调制的混沌 ＰＷＭ开关频率值
的数值仿真结果如图２（ｃ）所示，可以看到调制后的开
关频率也具有均一的分布．图２数值仿真在不同的初始
频率下得出的频率分布相同，既初值敏感不影响混沌

调制开关频率的分布．
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２２ 混沌开关调制频率具有唯一不变分布条件

定理１［１０］ 设测度空间（Ｘ，Ａ，μ），Ｍ是非奇异的
变换，Ｐ是相应ＰＦＯ的算子，若 Ｍ遍历，则 Ｐ最多只有
一个不变分布珋ρ；进一步如果 Ｐ只有一个不变密度珋ρ，并
且珋ρ＞０处处成立，则 Ｍ是遍历的．

由以上定理可以得到混沌调制开关频率具有唯一

不变分布的条件：混沌 ＰＷＭ具有唯一不变分布的充分
必要条件是开关频率映射式（１）的遍历性．

图４的混沌ＰＷＭ开关频率数值仿真可以看出 ｔｅｎｔ
映射、ｎｗａｙＢｅｒｎｏｕｌｌｉ映射、ｂｅｎｄｅｄｕｐｄｏｗｎ映射调制的
混沌开关频率的遍历性，此时开关变换器的混沌调制

频率有唯一的不变分布．
定理 ２［１１］ 对于概率空间（Ｘ，Ａ，μ），映射 Ｍ：Ｘ

｜→Ｘ可测和遍历，则对任意函数∈Ｌ，沿Ｍ轨迹的
平均值处处等于在Ｘ上的数学期望Ｅ（）

即 ｌｉｍ
Ｌ→０

１
Ｌ∑

Ｌ－１

ｋ＝０
（ＭＫ（ｘ０））＝∫Ｘ

（ｘ）珋ρ（ｘ）ｄｘ （６）

由式（６），已知混沌ＰＷＭ的不变分布可以计算Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数和熵；反之，已知混沌 ＰＷＭ的系统轨迹可以
计算混沌调制开关频率的不变分布或不变测度．

３ 线性分段仿射混沌映射调制ＰＷＭ的不变分布

线性分段仿射混沌映射是很常见的一类混沌映

射，ｔｅｎｔ映射、ｎｗａｙＢｅｒｎｏｕｌｌｉ映射、Ｒéｎｙｉ映射等都是这
类映射，其通用表达式如下［１２］：

Ｍ（ｘ）＝｛Ｍｉ（ｘ）＝ａｉｘ＋ｂｉ，ｘ∈Ｊｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ｝

ｉ：Ｍ：Ｊｉ→ｘ＝（０，１） （７）
其状态如图３所示．

线性分段仿射混沌映射调制的开关频率，其表达

式如下

ｆ（ｘ）＝
ｆｉ（ｘ）＝ｆ０＋ｋＭｉ（ｘ）＝ｆ０＋ｋ（ａｉｘ＋ｂｉ）

ｉ：Ｍ：Ｊｉ→Ｆ＝（ｆ０，ｆｍａｘ{ }）
（８）

混沌ＰＷＭ｛Ｔ１，…，ＴＫ｝的特征函数为

ΘＴ１，…，ＴＫ（ω１，…，ωｋ）＝Ｅ（ｅｘｐ（ｊ∑
ｋ

ｉ＝１
ωｉ·ｘｉ））

＝∫ｘ
…∫ｅ

ｊ∑
ｋ

ｉ＝１
ωｉ·ｘｉ
ρＴ１，…，ＴＫ（ｘ１，…，ｘｋ）ｄｘ１，…，ｄｘｋ

（９）
式（９）内部积分可以得到线性分段仿射混沌映射调制

的开关频率的递推方程［１３］

ΘＴ１，…，ＴＫ（ω１，…，ωｋ）＝∑
ｍ

ｌ＝１

ｅ－ｊ（ω１ｂｌ／ａｌ）
｜αｌ｜ ΘＴ１，…，ＴＫ－１

×ω２＋
ω１
α１
，ω３，…，ω( )ｋ （１０）

它的解为

ΘＴｋ（ω）＝ ∑
ｍ

ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ－１＝１
λ１（ｆ，ｋ）ｅ－ｊ·ωλ２（ｆ，ｋ）Θ１（ωλ３（ｆ，ｋ））（１１）

这里

Θ１（ω）＝∫Ｆ
ｅｊωｆｐＴ（ｆ）ｄｆ＝∫

１

０
ｅｊωｆｄｆ＝（ｅｊω－１）／ｊω

且 λ１（ｆ，ｋ）＝∏
ｋ－１

ｎ＝１

１
｜αｉｎ｜

λ２（ｆ，ｋ）＝∑
ｋ－１

ｎ＝１
∑
ｋ－１

ｐ＝ｎ
ｂｉｐ·∏

ｐ

ｌ＝１

１
｜αｉｌ｜

λ３（ｆ，ｋ）＝∑
ｋ－１

ｎ＝１
∏
ｋ－１

ｐ＝ｎ

１
｜αｉｐ｜

＋１

特征函数ΘＴｋ（ω）唯一确定了混沌 ＰＷＭ驱动脉冲
间隔 ＴＫ的概率密度，由式（１１）反向Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，有

ρＴｋ（ｘ）＝ ∑
ｍ

ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ－１＝１

λ１（ｆ，ｋ）
λ３（ｆ，ｋ）

［ｓｉｇｎ（ｘ＋λ２（ｆ，ｋ））

－ｓｉｇｎ（ｘ＋λ２（ｆ，ｋ）－λ３（ｘ，ｋ））］
因此线性分段仿射混沌映

射调制的ＰＷＭ驱动脉冲周
期 ＴＫ的概率密度是一个
分段常数，而且有 ｍｋ－１段，
如图７所示．

当式（１）的混沌开关频
率由Ｒéｎｙｉ映射调制
ｘｋ＋１＝φ（ｘｋ）
＝α（１－ｘｋｍｏｄ１）（１２）
则混沌混杂动态系统

中ＰＷＭ驱动脉冲频率的表达式为
ｆｎ＋１＝ｆｓ＋ｆｎ＝ｆｓ＋ｋφ（ｘ，ｔ） （１３）

Ｒéｎｙｉ映射调制的混沌 ＰＷＭ驱动脉冲的叠代映射
如图５所示，可见这是一种典型的分段仿射混沌映射．
Ｒéｎｙｉ映射扩频后 ＰＷＭ驱动脉冲时间间隔 Ｔｋ的不变分
布如图６所示，可以看出当 ｋ→∞时线性分段仿射混沌
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映射调制的开关频率趋向于分段均一分布，和频率的

初始值无关．

４ 基于不变分布的混沌变换器频谱优化设计

开关变换器驱动脉冲的频谱决定了变换器的频谱

和变换器的 ＥＭＩ特性，为此根据前节研究，逆设计开关
变换器的混沌频谱，以达到优化设计和最佳抑制其 ＥＭＩ
的目的．

开关变换器混沌 ＰＷＭ调制后第 ｋ个驱动脉冲的
周期为ＴＫ（ＴＫ＝１／ｆｋ），则驱动脉冲的频谱ξ（ｆ）为

［１４］

ξ（ｆ）≈
Ｅ［｜Ｇ（ｆ）｜２］＋２ＲｅＥ

［Ｇ（ｆ）ｅｊ２πｆＴＫ］Ｅ［Ｇ（ｆ）］
１－Ｅ［ｅｊ２πｆＴＫ{ }］

Ｅ（ＴＫ）
（１４）

其中

Ｇ（ｆ）＝Ａ∫
ＤＴＫ

０
ｅ－ｊ２πｆｔｄｔ＝ ｊ２πｆ

（Ａｅ－ｊ２πｆＤＴＫ－Ａ）

Ｅ［｜Ｇ（ｆ）｜２］＝∫
Ｔ２

Ｔ１
ρ（ＴＫ）Ｇ（ｆ）Ｇ（ｆ）ｄ（ＴＫ）

Ｅ［Ｇ（ｆ）ｅｊ２πｆＴＫ］＝∫
Ｔ２

Ｔ１
ρ（ＴＫ）Ｇ（ｆ）ｅ

ｊ２πｆＴＫｄ（ＴＫ）

Ｅ［｜Ｇ（ｆ）｜］＝∫
Ｔ２

Ｔ１
ρ（ＴＫ）Ｇ（ｆ）ｄ（ＴＫ）

Ｅ［ｅｊ２πｆＴＫ］＝∫
Ｔ２

Ｔ１
ρ（ＴＫ）ｅ

ｊ２πｆＴＫｄ（ＴＫ）

Ａ为混沌 ＰＷＭ驱动脉冲的幅度，ρ（ＴＫ）是第 ｋ个
混沌ＰＷＭ驱动脉冲频率的不变分布珋ρ，由文献［１５］当
慢调制时式（１４）有

ｌｉｍ
ｍ→∞ξ

（ｆ）∝
１
２Δｆ
珋ρ

ｆ
Δ

( )ｆ （１５）

即混沌扩频后 ＰＷＭ驱动脉冲的频谱和驱动脉冲
的不变分布具有一致的形状．

５ 实验结果与分析

在一台采用 ＳＶＰＷＭ控制策略的逆变器上进行了
相关实验，主电路采用 ５００Ｗ的集成功率模块（ＩＰＭ）Ｉ
ＲＡＭＳ０６ＵＰ６０Ａ，．控制电路采用菲利浦嵌入式芯片
ＬＰＣ２１３２作为算法的主控部件．载波频率 １０Ｋ，调制度
０５，调制波频率５０Ｈｚ．频率调制范围为０～２０％．

ＰＷＭ驱动脉冲的实验波形如图 ７所示．图 ７（ａ）、
（ｂ）的波形１是固定开关频率的频谱，可以看到频谱的
离散，能量集中在开关频率倍数的频点，这就是开关电

源ＥＭＩ的源头．分别用 ｂｅｎｄｅｄｕｐｄｏｗｎｍａｐ和 ｔｅｎｔ映射
混沌调制开关频率得到的 ＰＷＭ开关频率频谱实验波
形如图７（ａ）、（ｂ）的波形２所示，可以看到频谱能量的
扩展，峰值降低，ＥＭＩ降低，重要的是调制后频谱的形状
（如图中圆圈所示）和开关频率不变分布的形状（图 ２
（ｂ）、（ａ））一致．因此根据不变分布可以得到一定分布
的开关变换器频谱．而且 ｔｅｎｔ映射混沌调制 ＰＷＭ驱动
得到的频谱比 ｂｅｎｄｅｄｕｐｄｏｗｎｍａｐ映射混沌调制 ＰＷＭ
驱动得到的频谱更为平滑，且峰值要小，可以预测 ｔｅｎｔ
映射调制比ｂｅｎｄｅｄｕｐｄｏｗｎｍａｐ映射调制的ＥＭＩ抑制效
果要好．

实验电路还用Ｒｏｈｄｅ＆Ｓｃｈｗａｒｚ的 ＥＭＩ测试仪在屏
蔽室作了传导干扰的 ＥＭＩ测试．传导干扰的频率测量
范围是１５０Ｋ到３０Ｍ．采用的测试标准为 ＣＩＳＰＲ标准，上
面一条基准线为 ＱＰ值（准峰值），下面一条基准线为
ＡＶ值（平均值）．图８（ａ）是固定载波的 ＥＭＩ测试结果，
可以看出在圆圈所示的位置平均值测试超标，图８（ｂ），
（ｃ）经过混沌调制后电磁辐射的峰值减小，而且 ｔｅｎｔ映
射调制的ＥＭＩ抑制效果比ｂｅｎｄｅｄｕｐｄｏｗｎｍａｐ映射调
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制ＥＭＩ抑制效果略好．

６ 结论

混沌运动初值敏感所对应的无穷多的工作轨迹，

采用常规的时域分析方法极为困难和盲目，使得从轨

道提取系统特征值非常困难．本文研究表明混沌初值
敏感不影响混沌开关变换器的驱动脉冲分布，不影响

频谱的形状，所以研究不变分布从而提取混沌开关变

换器的整体特征是研究混沌开关变换器及 ＥＭＩ抑制问
题的新的有效手段．从而可以基于不变分布设计一定
分布的开关变换器的频谱，得到ＥＭＩ抑制的最佳效果．
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